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Α.4 α) ΣΩΣΤΟ β) ΣΩΣΤΟ  γ) ΛΑΘΟΣ    δ) ΛΑΘΟΣ   ε) ΣΩΣΤΟ 
 

 

ΘΔΜΑ Β  

Β.1. f g
h

A A = {x  1,  / h(x) 0} = (1, ) 

 

               
1 1

h x 0 x 0 x x x 0 x 1 0 x 1
x x

 

  
 

 





   

 

1 x 1
x

g x x 1x xf x
1 x 1h x x 1x
x x

 

 

r g hA A  =  1,  

            
             

     

2
21 1 1 1

r x g x h x x x x x
xx x x

 

 

Β.2. Γηα θάζε  x (1, ) ε f ζπλερήο κε 

 
   

   

     
     

   
2 2

1 x 1 1 x 1x 1 2
f x 0

x 1 x 1 x 1
 

   

Άξα ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη επνκέλσο 1-1 νπόηε αληηζηξέθεηαη  κε   
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 

         


        



y f(x) y(x 1) x 1 yx y x 1

y 1
yx x y 1 y 1 x y 1 x

y 1

 

 

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο  1f  είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη αθνύ f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζην  1,  ηόηε          
 

    1f x x 1
A f 1, lim f x ,lim f x 1,  

 

  
  


  

x x x

x 1 x
lim f x lim lim 1

x 1 x
 

  
  


  

x 1 x 1

x 1
lim f x lim

x 1
 

Άξα  
 




1 x 1
f (x)

x 1
 κε x 1  

 

 

Β.3.    
1

r x x
x

  κε x 1  

Γελ έρεη θαηαθόξπθε αζύκπησηε γηαηί είλαη ζπλερήο ζην  1,  

Θα αλαδεηήζνπκε νξηδόληηα ή πιάγηα αζύκπησηε ζην   

 
   




   
2 2

2 2x x x x

1
xr x x 1 xxlim lim lim lim 1

x x x x
 θαη 

  
  

   
         

   x x x

1 1
lim r x x lim x x lim 0

x x
 

 

Οπόηε ε πιάγηα αζύκπησηε ζην  είλαη  y x  

 

 

Β’ ηρόπος:     
1

r x x
x

 άξα   
 

 
    

 x x

1
lim r x x lim 0

x
 

Οπόηε ε πιάγηα αζύκπησηε ζην  είλαη  y x  
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Β.4. Οη ιύζεηο ηηο εμίζσζεο νξίδνληαη ζην  1,  

   

   

2

3 2

4
x 1 4x

x

x x 4x 4

 

   

   

    

    

   

  

3 2

2

2

x 4x x 4 0

x x 4 x 4 0

x 1 x 4 0

x 1 απορρ. x 4 δεκτή

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. Αθνύ ε  f ζπλερήο ζην  0,  ζα είλαη ζπλερήο θαη ζην 0x 2 . 

Άξα      
  

 
x 2 x 2
lim f x lim f x f 2 . 

Όπνπ  


 λ

x 2
lim f x e  θαη  


 

x 2
lim f x 1 λ , ηειηθά  λe 1 λ .  

Δπεηδή  xe x 1  θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν όηαλ x 0 , ε παξαπάλσ εμίζσζε 

 λe 1 λ  έρεη κνλαδηθή ιύζε λ 0 . 

Άξα  
   

 
   

2

2x 5, 0 x 2
f x

x 4x 3, x 2
 

 

Γ2.  
  

  
  

2, 0 x 2
f x

2x 4, x 2
  

Δπεηδή   f x 0  ζηα δηαζηήκαηα   0,2  θαη  2,  θαη ε f ζπλερήο ζην  0,  

ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  0,  

Η f έρεη νιηθό κέγηζην ζην x 0 , ην   f 0 5 . 

 

Γ.3  i) H f δελ ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. θαζώο δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0x 2  γηαηί: 
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     
    

   
   

  x 2 x 2 x 2

f x f 2 2 x 22x 4
lim lim lim 2

x 2 x 2 x 2
,  ελώ 

 

     
    

    
  

  

22

x 2 x 2 x 2

f x f 2 x 2x 4x 4
lim lim lim 0

x 2 x 2 x 2
 

 

ii) Αξθεί λα δείμσ όηη ππάξρεη  ξ 0,3  ηέηνην ώζηε  
    

  


f 3 f 0 5
f ξ

3 0 3
 

Η εμίζσζε είλαη αδύλαηε ζην  0,2  δηόηη    f ξ 2 . 

Γηα  ξ 2,3  έρνπκε          
5 17 17

2ξ 4 2ξ ξ
3 3 6

, δεθηή 

 

Γ.4   Η γσλία σ ζα είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ t. Τν ηξίγσλν ΑΟΜ είλαη νξζνγώλην θαη έζησ  

 ΑΜ=h ,  ηόηε  
 


h t

εφω t
2

 

Δπνκέλσο  
 

 
   

 
       

 
2

h t 1 1
εφω t ω t h t

2 ςυν ω t 2
 

Οπόηε  πξνθύπηεη           2
0 0 0

1
ω t h t ςυν ω t

2
 

Τε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην θηλεηό ζεκείν Μ ζα ζπλαληήζεη ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f, ηζρύεη: 

  0

1
h t

2
 θαη   0

2
ςυνω t

5
 αθνύ από Π.Θ. ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  γίλεηαη ΟΜ 5  

Άξα  
 

     
 

2

0

1 1 2 1
ω t

2 2 55
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ΘΔΜΑ Γ  

Γ1. 



ln x αx

f(x)
x

,     x 0       
     

1
f 0, ,1

e
 

    
  

2 2

1 αx ln x αx 1 ln x
f(x)

x x
,   x 0  

      f(x) 0 1 ln x 0 x e  

    f(x) 0 0 x e ,    f(x) 0 x e  

 

x       0            e        +  

f(x)     +     - 

f(x)            

                                        O.M.  

Άξα ε f  παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην x e   ην  


  
1 αe 1

f e α
e e

 

Aπό ην ζύλνιν ηηκώλ     
1 1

α 1 α 1
e e

 

 

Γ2.     
ln x

f x 1 ,x 0
x

 

 Η f είναι ςυνεχήσ ςτο 
 
  

1
,1

2
 ωσ πράξεισ ςυνεχών 

 
 

        
 

1
ln1 e2f 1 1 2 ln 2 ln e ln 4 ln 0
12 4
2

, διότι 
e

1
4

 

   f 1 1 0   

Άρα  
 

  
 

1
f f 1 0

2
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Από Θ. Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 
 

  
 

0

1
x ,1

2
 ηέηνην ώζηε   0f x 0  

θαη επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 
 
  

1
,1

2
, ε ξίδα 0x  είλαη κνλαδηθή.  

 

Γ3. i) Η f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  e, , άξα ηελ ηηκή     
ln 4

f 4 1
4

 ηελ 

παίξλεη κόλν κηα θνξά.  

                   
2 ln 2 ln 2

f x f 4 f x 1 f x 1 f x f 2
4 2

 

Η f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0,e , άξα ηελ ηηκή   f 2  ηελ παίξλεη κόλν κηα θνξά γηα  

x 2  .  

Άξα ε εμίζσζε    f x f 4  έρεη αθξηβώο δύν ιύζεηο, ηελ x 2  θαη x 4 . 

ii) Γηα x 0 :  

   

       

    

x 2 x 2 ln 2 ln x
2 x ln 2 ln x x ln 2 2 ln x

2 x

ln 2 ln x
1 1 f 2 f x

2 x

 

Γηα  2 x e :  

     x 2 f x f 2  

Γηα  e x 4 :            x 4 f x f 4 f x f 2  

Άξα γηα θάζε  x 2,4  είλαη    f x f 2  

 

Γ4.    
 


  

0 0

x

x

ln 2 ln 2

1 x
Ε g x dx f e dx

e
 

Θέησ  xu e , ηόηε  xdu e dx  θαη όηαλ   
1

x ln 2,u
2

θαη  x 0,u 1  
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     


  
1 1

2
1 1

2 2

1 ln u
f u du f u f u du

u
 

Από εξώηεκα Γ2 έρνπκε όηη γηα 
 

   
0

1
x ,x

2
 είλαη   f x 0  θαη γηα   0x x ,1  είλαη 

  f x 0 , νπόηε 

       
   

       
 

   
           

   

   
   
            

 
00

0 0

x 1x 1 2 2

11 x x
22

2 2
2 22 2

20 0

f u f u
Ε f u f u du f u f u du

2 2

1 1
f f

f x f xf 1 f 1 1 12 2
1 2 ln 2 τ.μ.

2 2 2 2 2 2 2 2
 

 

΢τολιαζμός Θεμάηων  

 

Τα ζέκαηα είλαη θιηκαθνύκελεο δπζθνιίαο. 

 Σην Θέκα Α, ζεσξία ζρνιηθνύ βηβιίνπ. 

 Σην Θέκα Β, ηα εξσηήκαηα ήηαλ πάλσ ζε βαζηθέο γλώζεηο ρσξίο ηδηαίηεξε δπζθνιία.  

Σην Θέκα Γ, ηα Γ1, Γ2 ήηαλ εύθνια γηα έλα πξνεηνηκαζκέλν καζεηή, ην Γ3 απαηηνύζε θαιή γλώζε 

ηεο ζεσξίαο θαη ην Γ4 ήηαλ γηα θαιά πξνεηνηκαζκέλνπο καζεηέο. 

Σην Θέκα Γ, ηα εξσηήκαηα Γ1, Γ2 είλαη εύθνια θαη από εθεί θαη πέξα ηα εξσηήκαηα Γ3 θαη Γ4 

είλαη απηά πνπ ζα θαζνξίζνπλ ηηο πςειέο βαζκνινγίεο.  

 Γεληθά, ζεσξνύκε πσο ην 70/100 είλαη έλαο εθηθηόο ζηόρνο γηα έλαλ καζεηή κε πξνεηνηκαζία. 

Κξίλνπκε όηη ήηαλ απμεκέλεο δπζθνιίαο θαη ε βαζκνινγία θνληά ζην άξηζηα ζα είλαη γηα πνιύ 

θαιά δηαβαζκέλνπο καζεηέο.   

 

΢σγγραθή Απανηήζεων  

Ομάδα Μαθημαηικών Ρόμβοσ 


